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Funktsioonid, mis on diferentseeruvad tavalises mõttes, on meile tuttavad mate-
maatilise analüüsi põhikursusest, selles töös uuritakse diferentseeruvust veidi üldi-
semas tähenduses. Öeldakse, et funktsioon f : D → R, kus D ⊂ R, on punktis x ∈ R
sümmeetriliselt diferentseeruv, kui eksisteerib lõplik piirväärtus
lim
h→0
f (x+h)− f (x−h)
2h
=: f s(x),
arvu f s(x) nimetatakse funktsiooni f sümmeetriliseks tuletiseks punktis x. Siinjuu-
res eeldatakse, et mingi ρ > 0 korral
(x−ρ,x)∩D &=∅ ja (x,x+ρ)∩D &=∅.
Selgub, et sümmeetriline diferentseeruvus on nõrgem tingimus kui tavaline dife-
rentseeruvus, seejuures, kui leidub f ′(a), siis f s(a)= f ′(a). Veelgi enam, sümmeetri-
liselt diferentseeruvad funktsioonid ei pruugi olla pidevad (vt näited 1.1-1.4).
Käesolevas töös uuritakse sümmeetrilise diferentseeruvusega seotud keskväär-
tusteoreeme, mis lähtuvad järgmistest klassikalistest väidetest (vt B. S. Thomson, J.
B. Bruckner, A. M. Bruckner [7]).
Teoreem 0.1 (Lagrange’i keskväärtusteoreem). Olgu f : [a,b]→ R pidev funktsioon,
mis on vahemikus (a,b) diferentseeruv. Siis leidub selline c ∈ (a,b), et
f ′(c)= f (b)− f (a)
b−a .
Erijuhul, kui f (a)= f (b), tuleneb teoreemist 0.1 Rolle’i teoreem.
Teoreem 0.2 (Rolle’i teoreem). Olgu f : [a,b]→ R pidev funktsioon, mis on vahemi-
kus (a,b)diferentseeruv. Kui f (a)= f (b), siis leidub selline punkt c ∈ (a,b), et f ′(c)= 0.
Teoreem 0.3 (Cauchy keskväärtusteoreem). Olgu f : [a,b]→ R ja g : [a,b]→ R pide-
vad funktsioonid, mis on vahemikus (a,b) diferentseeruvad, ning olgu g ′(x) &= 0 iga
x ∈ (a,b) korral. Siis leidub punkt c ∈ (a,b), et
f (b)− f (a)





Lihtsad näited (vt näide 2.1) kinnitavad, et need teoreemid ei ole vahetult üle-
kantavad sümmeetriliselt diferentseeruvatele funktsioonidele. Bakalaureusetöö ees-
märgiks on leida teoreemidele 0.1, 0.2 ja 0.3 vasted sümmeetriliselt diferentseeruvate
funktsioonide korral ja täpsustada tingimusi, mil sümmeetriliselt diferentseeruvate
funktsioonide keskväärtusteoreemid sarnanevad klassikalistega. Lisaks neile vaadel-
dakse ka Fletti, Trahani ja teiste keskväärtusteoreemide analooge sümmeetrilise di-
ferentseeruvuse juhul.
Töö koosneb neljast peatükist. Esimeses peatükis esitatakse vajalikud mõisted ja
tulemused. Defineeritakse sümmeetriline pidevus ja diferentseeruvus ning leitakse
nende seosed tavalise pidevuse ja diferentseeruvusega. Tõestatakse, et sümmeetri-
liselt diferentseeruvate funktsioonide korral on arvutusvalemid sarnased nendega,
mida kasutatakse tavalise diferentseeruvuse puhul.
Teises peatükis tõestatakse põhitulemus – keskväärtusteoreem sümmeetrili-
selt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Lisaks leitakse vajalikud tingimused
selleks, et see nn kvaasi-keskväärtusteoreem oleks esitatav klassikalise keskväär-
tusteoreemiga sarnasel kujul. Peatüki teises osas käsitletakse mõningaid kvaasi-
keskväärtusteoreemi rakendusi, vaadeldakse tingimusi, millal sümmeetriliselt dife-
rentseeruvad funktsioonid oleksid diferentseeruvad ka tavalises mõttes.
Kolmas peatükk tutvustab kvaasi-keskväärtusteoreemi erinevaid versioone, mis
on Fletti, Trahani ja teiste teoreemide analoogid sümmeetrilise diferentseeruvusega
funktsioonide jaoks.
Viimases, neljandas peatükis antakse ülevaade Cauchy tüüpi keskväärtusteo-
reemidest sümmeetrilise diferentseeruvuse juhul. Nende lähtekohaks on Wachnicki
tõestatud tulemus, mis on Cauchy keskväärtusteoreemi üks versioonidest.
Antud bakalaureusetöö on referatiivne, selle kirjutamisel olid aluseks järgmised
artiklid: C. E. Aull [1], R. M. Davitt, R. C. Powers, T. Riedel, P. K. Sahoo [2], T. M. Flett




Käesolevas sissejuhatavas peatükis defineerime funktsioonide sümmeetrilise pi-
devuse ja sümmeetrilise diferentseeruvuse mõisted ning uurime nendega seotud
omadusi.
1.1 Funktsioonide sümmeetriline pidevus
OlguD ⊂Rmittetühi hulk ja olgu x ∈R selline arv, et iga ρ > 0 korral
D∩ (x−ρ,x) &=∅ ningD∩ (x,x+ρ) &=∅. (1)





f (x+h)− f (x−h))= 0,
st
∀ε> 0 ∃δ> 0: [x±h ∈D, |h| < δ]⇒ | f (x+h)− f (x−h)| < ε.
Lause 1.1. Olgu D ⊂ R intervall ning olgu x ∈D selle intervalli sisepunkt. Kui funkt-
sioon f : D→R on pidev punktis x, siis on ta punktis x sümmeetriliselt pidev.
Tõestus. Kuna x on intervalli D ⊂ R sisepunkt, siis on tingimus (1) täidetud. Tänu




f (x+h)− f (x−h))= lim
h→0
(




f (x+h)− f (x))+ lim
h→0
(
f (x)− f (x−h))= 0+0= 0.
Seega on funktsioon f sümmeetriliselt pidev punktis x.
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Definitsiooni kohaselt ei pruugi antud punktis sümmeetriliselt pidev funktsioon
olla selles punktis määratud. Seega leidub sümmeetriliselt pidevaid funktsioone, mis
ei ole pidevad.
Näide 1.1. Olgu
f : R\ {0}→R, f (x) := cos 1
x
.
Funktsioon f on pidev igas punktis x ∈R\ {0} ja lause 1.1 põhjal on ta neis punktides























f : R→R, f (x) :=

x2, kui x < 2,
1, kui x = 2,
4, kui x > 2.




f (x+h)− f (x−h))= lim
h→0
(
f (2+h)− f (2−h))= 4−22 = 0.
1.2 Funktsioonide sümmeetriline diferentseeruvus
Rahuldagu hulkD ⊂R ja arv x ∈R tingimust (1).
Definitsioon. Öeldakse, et funktsioon f : D → R on sümmeetriliselt diferentseeruv
punktis x, kui eksisteerib lõplik piirväärtus
lim
h→0
f (x+h)− f (x−h)
2h
=: f s(x).
Seda piirväärtust nimetatakse funktsiooni f sümmeetriliseks tuletiseks punktis x.
Geomeetriliselt tähendab funktsiooni f sümmeetriline diferentseeruvus punktis
x seda, et läbi graafiku punktide (x −h, f (x −h)) ja (x +h, f (x +h)) võetud lõikaja





Joonis 1.1. Sümmeetrilise tuletise geomeetriline tähendus.
Lause 1.2. Olgu D ⊂R intervall ja olgu x ∈D selle intervalli sisepunkt. Kui funktsioon
f : D→R on diferentseeruv punktis x, siis on ta punktis x ka sümmeetriliselt diferent-
seeruv ning
f s(x)= f ′(x).
Tõestus. Kuna x on intervalli D ⊂ R sisepunkt, siis on tingimus (1) täidetud. Eelduse
kohaselt leidub punktis x lõplik tuletis, seega
f s(x)= lim
h→0


















f ′(x)= f ′(x).
Isegi kui funktsioon on pidev ja tal leidub sümmeetriline tuletis, siis sellega ei ole
garanteeritud tavalise tuletise olemasolu. Toome järgneva näite.
Näide 1.3. Lihtne on veenduda, et funktsioon
f : R→R, f (x) := |x|,
ei ole punktis x = 0 diferentseeruv:
lim
h→0−

















seega kohal x = 0 tuletist ei eksisteeri. Kuid
f s(0)= lim
h→0







Allolev näide demonstreerib, et analoogiliselt sümmeetrilise pidevusega ei eelda
sümmeetriline diferentseeruvus antud punktis, et funktsioon on selles punktis mää-
ratud.
Näide 1.4. Olgu
f : R\ {0}→R, f (x) := 1
x2
.
Kuna funktsioon f on kõikides punktides x ∈R\{0} diferentseeruv, siis lause 1.2 põh-
jal on ta neis punktides ka sümmeetriliselt diferentseeruv ja tema sümmeetriliseks
tuletiseks on tavaline tuletis. Osutub, et sümmeetriline tuletis eksisteerib ka punktis
x = 0, nimelt
f s(0)= lim
h→0








Näitest 1.4 on selge, et sümmeetriline diferentseeruvus ei garanteeri funktsiooni
pidevust. Küll aga kehtib järgmine väide.
Lause 1.3. Punktis x sümmeetriliselt diferentseeruv funktsioon f on selles punktis
sümmeetriliselt pidev.
Tõestus. Kuna limh→0
f (x+h)− f (x−h)




f (x+h)− f (x−h))= lim
h→0





Tõestame järgnevalt kaks väidet, mis on seotud sümmeetrilise diferentseeruvu-
sega punktis x = 0.
Lause 1.4. (a) Kui paarisfunktsioon f on määratud hulgas (−c,0)∪ (0,c)mingi c > 0
korral, siis on ta punktis x = 0 sümmeetriliselt diferentseeruv ja f s(0)= 0.
(b) Kui funktsioonil f on punktis x = 0 erinevad lõplikud ühepoolsed piirväärtu-
sed, siis f ei ole selles punktis sümmeetriliselt diferentseeruv.
Tõestus. (a) Paarisfunktsiooni f : (−c,0)∪ (0,c)→R korral
f s(0)= lim
h→0




























∞, kui r > 0,
−∞, kui r < 0,
niisiis ei ole funktsioon f kohal x = 0 sümmeetriliselt diferentseeruv.
Lause 1.4 väidet (a) illustreerib näide 1.4, väidet (b) aga järgmine näide.
Näide 1.5. Olgu
f : R→R, f (x) :=
{ |x|
x , kui x &= 0,















Seega r = 2 (vt lause 1.4 tõestus), mistõttu limh→0 f (h)− f (−h)2h =∞ ning punktis x = 0
sümmeetrilist tuletist ei eksisteeri.
Käesoleva alapunkti lõpetame järgmise tähelepanuväärse näitega.
Näide 1.6. Vaatleme Dirichlet’ funktsiooni
f : R→R, f (x) :=
{
1, kui x ∈Q,
0, kui x ∈R\Q,
teisisõnu, f on alamhulga Q⊂ R karakteristlik funktsioon χQ. Teatavasti on f katkev
igas punktis x ∈ R. Näitame, et funktsioon f on sümmeetriliselt diferentseeruv igas
punktis x ∈Q, kuid ei ole sümmeetriliselt diferentseeruv üheski punktis x ∈R\Q.
Olgu x ∈Q ja h ∈R. Kuna
x−h = 2x− (x+h), (2)
siis x−h ∈Q parajasti siis, kui x+h ∈Q, mistõttu
f s(x)= lim
h→0








Kui aga x ∈R\Q, siis ka 2x ∈R\Q ning seose (2) kohaselt x−h ∈R\Q, kui x+h ∈Q. Tä-
nu ratsionaalarvude hulga tihedusele korpuses R saame leida niisuguse ratsionaalar-
vude jada (rk), et rk > x iga k ∈ N korral ning rk → x. Tähistame hk := rk − x, siis
x+hk = rk ∈Q ning x−hk ∈R\Q, kusjuures hk → 0. Kuna
lim
k







siis lõplikku piirväärtust limh→0
f (x+h)− f (x−h)
2h ei eksisteeri.
Sümmeetrilist diferentseeruvust kasutatakse eelkõige parema lähendi saamiseks
erinevates olukordades: arvutites graafiku saamiseks, kiiruse komponentide täpsus-
tamiseks orbiitide korrigeerimisel. Selgub, et sümmeetrilise diferentseeruvuse valem
annab üldiselt funktsiooni tuletisele tavalisest diferentseeruvusest täpsema lähen-
duse.
Näide 1.7. Olgu
f : R→R, f (x) := x3.
Leiame funktsiooni f tuletise ligikaudse väärtuse kohal x = 2, kui argumendi muut








mis on lähemal funktsiooni tuletise tegelikule väärtusele f ′(2)= 12.
Näide 1.8. Samamoodi võime vaadelda funktsiooni
f : R→ [−1,1], f (x) := sinx,
















ning f ′(sin pi2 )= cos pi2 = 0. Kui esimese näite puhul erines tuletiste ligikaudne väärtus
vähesel määral, siis selles näites on erinevus märkimisväärne.
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Definitsioon. Öeldakse, et funktsioon f on sümmeetriliselt pidev (sümmeetriliselt di-
ferentseeruv) vahemikus (a,b), kui ta on sümmeetriliselt pidev (sümmeetriliselt dife-
rentseeruv) igas punktis x ∈ (a,b).
Põhimõtteliselt ei ole võimalik rääkida funktsiooni ühepoolsest sümmeetrilisest
pidevusest ega ka sümmeetrilisest diferentseeruvusest. Kuna eelseisvate väidete sõ-
nastamiseks ja tõestamiseks uurime funktsioonide sümmeetrilise pidevuse või süm-
meetrilise diferentseeruvusega seotud omadusi mingis lõigus, siis on mugavam läh-
tuda järgmistest definitsioonidest.
Definitsioon. Olgu D ⊂ R intervall. Funktsiooni f : D → R nimetame intervallis D
sümmeetriliselt pidevaks, kui funktsioon f on sümmeetriliselt pidev intervalli D igas
sisepunktis ning ühepoolselt pidev intervalli kuuluvates otspunktides.
Definitsioon. Olgu D ⊂ R intervall. Funktsiooni f : D → R nimetame intervallis D
sümmeetriliselt diferentseeruvaks, kui funktsioon f on sümmeetriliselt diferentsee-
ruv intervalliD igas sisepunktis ning intervalli kuuluvates otspunktides eksisteerivad
lõplikud ühepoolsed tuletised.
Edaspidi tähistame f ′+(a)=: f ′(a) ja f ′−(b)=: f ′(b).
1.3 Sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide
omadusi
Sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide korral on arvutusvalemid sarna-
sed nendega, mida kasutatakse tavalise diferentseeruvuse korral.
Lause 1.5. Kui funktsioonid f : D → R ja g :D → R on punktis x ∈ R sümmeetriliselt
diferentseeruvad, siis ka nende summa ja vahe
f ± g : D→R, ( f ± g )(t ) := f (t )± g (t ),
on punktis x sümmeetriliselt diferentseeruvad ning
( f ± g )s(x)= f s(x)± g s(x).
Tõestus. Punktis x ∈R sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide f ja g korral
( f ± g )s(x)= lim
h→0
(








g (x+h)− g (x−h)
2h
= f s(x)± g s(x).
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Lause 1.6. Kui funktsioon f : D→ R on punktis x ∈ R sümmeetriliselt diferentseeruv,
siis ka funktsioon
λ f : D→R, (λ f )(t ) :=λ f (t ),
on suvalise λ ∈R korral punktis x sümmeetriliselt diferentseeruv ning
(λ f )s(x)=λ f s(x).
Tõestus. Kui funktioon f : D→ R on punktis x ∈ R sümmeetriliselt diferentseeruv ja
λ ∈R, siis
(λ f )s(x)= lim
h→0




f (x+h)− f (x−h)
2h
=λ f s(x).
Lause 1.7. Kui funktsioonid f : D → R ja g :D → R on punktis x ∈ R sümmeetriliselt
diferentseeruvad, siis ka funktsioon
λ f +µg : D→R, (λ f +µg )(t ) :=λ f (t )+µg (t ),
on suvaliste λ,µ ∈R korral punktis x sümmeetriliselt diferentseeruv ning
(λ f +µg )s(x)=λ f s(x)+µg s(x).
Tõestus. Kui funktsioonid f : D → R ja g : D → R on punktis x ∈ R sümmeetriliselt
diferentseeruvad ning λ,µ ∈R, siis, kasutades eelnevaid lauseid 1.5 ja 1.6, saame, et
(λ f +µg )s(x)= (λ f )s(x)+ (µg )s(x)=λ f s(x)+µg s(x).
Lausete 1.5–1.7 valemite korral piisas eeldusena funktsioonide diferentseeruvu-
sest, ent korrutamise ja jagamise puhul, nagu järgmistest tõestustest selgub, on vaja-
lik eeldada ka funktsioonide pidevust.
Lause 1.8. Kui funktsioonid f : D→R ja g : D→R on punktis x ∈D pidevad ja süm-
meetriliselt diferentseeruvad, siis ka nende korrutis
f g : D→R, ( f g )(t ) := f (t )g (t ),
on punktis x sümmeetriliselt diferentseeruv ning
( f g )s(x)= f s(x)g (x)+ f (x)g s(x).
12
Tõestus. Eeldame, et funktsioonid f : D → R ja g : D → R on punktis x ∈ D pidevad
ja sümmeetriliselt diferentseeruvad. Siis
lim
h→0












f (x+h)(g (x+h)− g (x−h))
2h
= g (x) lim
h→0
f (x+h)− f (x−h)
2h
+ f (x) lim
h→0
g (x+h)− g (x−h)
2h
,
kusjuures viimase võrduse saamiseks kasutame funktsioonide f ja g pidevust punk-
tis x. Kokkuvõttes kehtib võrdus
( f g )s(x)= f s(x)g (x)+ f (x)g s(x).
Lause 1.9. Kui funktsioonid f : D→R ja g : D→R on punktis x ∈D pidevad ja süm-








(t ) := f (t )
g (t )
,





s(x)g (x)− f (x)g s(x)(
g (x)
)2 .
Tõestus. Kuna funktsioon g : D → R on punktis x ∈D pidev ja sümmeetriliselt dife-








(t ) := 1
g (t )
,












g (x−h)− g (x+h)
g (x+h)g (x−h)2h
= −1
limh→0 g (x+h)g (x−h) limh→0







































Käesolevas peatükis vaadeldakse klassikalise Lagrange’i keskväärtusteoreemi
analoogi sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Meenutame, et
Lagrange’i keskväärtusteoreemi (vt teoreem 0.1) kohaselt leidub pideva ja vahemi-
kus (a,b) diferentseeruva funktsiooni f : [a,b]→ R jaoks selline punkt c ∈ (a,b), et
f ′(c)= f (b)− f (a)b−a .
Järgnev näide kinnitab, et sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide puhul
Lagrange’i keskväärtusteoreem üldjuhul ei kehti.
Näide 2.1. Vaatame pidevat funktsiooni
f : [−1,2]→R, f (x) := |x|




1, kui x > 0,
0, kui x = 0,
−1, kui x < 0.
Paneme tähele, et





kuid arv 13 ei kuulu sümmeetrilise tuletise f
s väärtuste hulka, seega ei saa võrdus
f s(c)= f (2)− f (−1)3 kehtida ühegi c ∈ (−1,2) korral.
2.1 Kvaasi-keskväärtusteoreem
Esimeses alapunktis tõestatakse nn kvaasi-keskväärtusteoreem 2.3 sümmeetrili-
selt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Saadud tulemus vastab küll klassikalise-
le Lagrange’i keskväärtusteoreemile, ent erineb sellest siiski. Lagrange’i teoreemiga
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kooskõlas olev väide 2.5 saadakse eeldusel, et vaadeldava funktsiooni sümmeetriline
tuletis on Darboux’ omadusega (Thomson [7]). Kõigepealt aga põhjendatakse kaks
olulist väidet (Aull [1] ning Sahoo [5]), mis on vajalikud kvaasi-keskväärtusteoreemi
tõestamiseks.
Lause 2.1. Olgu funktsioon f : [a,b]→ R lõigus [a,b] sümmeetriliselt pidev ja vahe-
mikus (a,b) sümmeetriliselt diferentseeruv.
(a) Kui f (b)> f (a), siis leidub punkt ξ ∈ (a,b) nii, et f s(ξ). 0.
(b) Kui f (b)< f (a), siis leidub punkt η ∈ (a,b) nii, et f s(η)/ 0.
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f on lõigus [a,b] sümmeetriliselt pidev ja vahemi-
kus (a,b) sümmeetriliselt diferentseeruv.
(a) Kuna f (b) > f (a), siis leidub selline reaalarv K , et f (a) < K < f (b). Mittetühi
hulk
X := {x ∈ [a,b] | f (x)>K }
on alt tõkestatud arvuga a. Vastavalt pidevuse aksioomile leidub hulgal X alumine
raja infX =: ξ. Näitame, et ξ &= a ja ξ &= b.
Oletame esiteks vastuväiteliselt, et ξ = a. Infiimumi definitsiooni kohaselt tä-
hendab see, et
∀δ> 0 ∃xδ ∈ X : a / xδ < a+δ.
Võtame δ := 1k ja valime xk ∈ X nii, et
a / xk < a+ 1k (k ∈N).
Saame hulga X elementide jada (xk), mis koondub arvuks a. Funktsiooni f pi-
devuse tõttu punktis a saame, et f (xk) → f (a). Kuna f (xk) > K (k ∈ N), siis
f (a) = limk f (xk) . K . Viimane on aga vastuolus eeldusega, et f (a) < K < f (b). Nii-
siis, ξ &= a.
Teiseks, kui oletada vastuväiteliselt, et b = ξ = infX , siis b = minX ∈ X . See-
ga f (x) / K iga x ∈ [a,b) korral. Moodustame jada (xk), kus xk ∈ [a,b) ja xk → b.
Funktsiooni f pidevuse tõttu punktis b saame, et f (xk)→ f (b). Kuna f (xk)/ K , siis
f (b)= limk f (xk)/K , mis on jällegi vastuolus eeldusega f (a)<K < f (b).
Niisiis, ξ ∈ (a,b). Seega leidub selline δ> 0, et (ξ−δ,ξ+δ)⊂ (a,b). Kuna ξ on hulga
X suurim alumine tõke, siis
f (x)/K iga x ∈ (ξ−δ,ξ) korral.
Olgu (hk) selline jada, et 0< hk < δ ja hk → 0. Suvalise k ∈N korral ei ole ξ+hk hulga












(b) Olgu f (b) < f (a) ja tähistame g (x) := − f (x) (x ∈ (a,b)), siis g on
sümmeetriliselt pidev lõigus [a,b] ning g s(x) = − f s(x) (x ∈ (a,b)). Kuna
g (b)=− f (b)>− f (a)= g (a), siis väite (a) põhjal leidub punkt η ∈ (a,b), et g s(η). 0.
Teame, et g s(x)=− f s(x), seega f s(η)/ 0 (η ∈ (a,b)).
Lause 2.2. Olgu f : [a,b]→R selline lõigus [a,b] pidev ja vahemikus (a,b) sümmeet-
riliselt diferentseeruv funktsioon, et f (a)= f (b). Siis leiduvad punktid ξ ja η vahemi-
kust (a,b) nii, et
f s(ξ). 0 ja f s(η)/ 0.
Tõestus. Võime eeldada, et f (a)= f (b)= 0, vastupidisel juhul asendame funktsiooni
f funktsiooniga h : [a,b]→R, kus h(x) := f (x)− f (a).
Olgu funktsioon f : [a,b]→ R pidev lõigus [a,b] ja vahemikus (a,b) sümmeetri-
liselt diferentseeruv ning olgu f (a) = f (b) = 0. Kui f (x) = 0 iga x ∈ [a,b] korral, siis
teoreem kehtib, sest f s(x) = f ′(x) = 0 iga x ∈ [a,b] korral. Seega eeldame, et f ei ole
konstantne funktsioon. Siis leiduvad x1,x2 ∈ (a,b) nii, et on täidetud üks järgnevast
neljast tingimusest:
1) f (x1)> 0 ja f (x2)< 0,
2) f (x1)< 0 ja f (x2)> 0,
3) f (x1)> 0 ja f (x2)> 0,
4) f (x1)< 0 ja f (x2)< 0.
Tõestame väite juhul 1), ülejäänud juhtudel on tõestus analoogiline.
Eeldusel 1) kehtivad võrratused f (x2)< f (a)< f (x1). Tänu teisele võrratusele saa-
me lõigus [a,x1] lauset 2.1 rakendades leida sellise ξ ∈ (a,x1) ⊂ (a,b), et f s(ξ) . 0.
Kasutades samamoodi lauset 2.1 lõigus [a,x2], leiame sellise η ∈ (a,x2) ⊂ (a,b), et
f s(η)/ 0.
Viimane lause on Rolle’i teoreemi (vt teoreem 0.2) analoog sümmeetriliselt di-
ferentseeruva funktsiooni jaoks. Selle abil tõestame teoreemi, mida edaspidi nime-
tatakse kvaasi-keskväärtusteoreemiks, sümmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni
jaoks.
Teoreem 2.3 (kvaasi-keskväärtusteoreem). Olgu funktsioon f : [a,b] → R pidev ja
sümmeetriliselt diferentseeruv lõigus [a,b]. Siis leiduvad punktid ξ ja η vahemikus
(a,b) nii, et
f s(ξ). f (b)− f (a)
b−a . f
s(η).
Tõestus. Defineerime funktsiooni g : [a,b]→R, kus
g (x) := f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b−a (x−a).
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Siis g (a)= g (b)= 0,mistõttu saame rakendada funktsioonile g lauset 2.2 lõigus [a,b].
Tolle kohaselt leiduvad sellised punktid ξ ja η vahemikust (a,b), et
g s(ξ). 0 ja g s(η)/ 0.
Kuna g s(x)= f s(x)− f (b)− f (a)b−a , siis
f s(η)= g s(η)+ f (b)− f (a)
b−a /
f (b)− f (a)
b−a / g
s(ξ)+ f (b)− f (a)
b−a = f
s(ξ).
Definitsioon. OlguD ⊂R intervall. Öeldakse, et funktsioonil f : D→R on intervallis
D Darboux’ omadus, kui suvalise lõigu [ξ,η] ⊂ D ja iga arvu y korral, mis on funkt-
siooni väärtuste f (ξ) ja f (η) vahel, leidub selline arv x ∈ (ξ,η), et y = f (x). Teisisõnu,
funktsiooni f Darboux’ omadus tähendab, et f (D) on intervall.
Tuntud Bolzano–Cauchy teoreemi — seda teoreemi nimetatakse ka teoreemiks
vahepealsetest väärtustest — kohaselt on igal pideval funktsioonil f : D → R Dar-
boux’ omadus intervallisD . Allolevast näitest selgub, et pidevus ei ole selleks tarvilik
tingimus.
Näide 2.2. Olgu
f : R→R, f (x) :=
{
sin 1x , kui x &= 0,
α, kui x = 0,
kus α ∈ [−1,1] on suvaliselt fikseeritud. Näitame, et funktsioonil f : R→ R on Dar-
boux’ omadus, kuigi ta ei ole pidev. Kui valida lõik [ξ,η] nii, et 0 ∉ (ξ,η), siis tolles
vahemikus on funktsioon pidev, seega Darboux’ omadusega. Vaatleme vahemikku
(ξ,η), kus 0 ∈ (ξ,η). Funktsioon f ei ole punktis 0 pidev, kuid ta saavutab selles vahe-
mikus kõik väärtused lõigust [-1,1], järelikult on Darboux’ omaduse tingimus ka sel
juhul täidetud.
Antud omadus kannab Darboux’ nime seetõttu, et tema tõestas esimesena järg-
neva, ka Darboux’ teoreemiks nimetatava väite.
Teoreem 2.4. Kui funktsioon f : D→R on intervallis D diferentseeruv, siis tema tule-
tisel f ′ on intervallis D Darboux’ omadus.
Peatüki alguses toodud näite 2.1 põhjal ei saa seda väidet üle kanda sümmeetrili-
sele tuletisele.
Alapunkti viimase lause kohaselt kehtib vaadeldaval funktsioonil klassikaline
Lagrange’i keskväärtusteoreem siis, kui tolle funktsiooni sümmeetrilisel tuletisel on
Darboux’ omadus.
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Lause 2.5. Olgu funktsioon f : [a,b]→ R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv lõi-
gus [a,b]. Kui funktsiooni sümmeetrilisel tuletisel f s on vahemikus (a,b) Darboux’
omadus, siis leidub selline c ∈ (a,b), et
f s(c)= f (b)− f (a)
b−a .
Tõestus. Olgu f : [a,b] → R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv lõigus [a,b].
Kvaasi-keskväärtusteoreemi 2.3 põhjal leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b), et
f s(ξ). f (b)− f (a)
b−a . f
s(η).
Kuna eelduse kohaselt on funktsioonil f s vahemikus (a,b) Darboux’ omadus, siis lei-
dub c ∈ (a,b) omadusega
f s(c)= f (b)− f (a)
b−a .
2.2 Kvaasi-keskväärtusteoreemi rakendusi
Esimeses peatükis selgus, et funktsiooni pidevus koos sümmeetrilise diferentsee-
ruvusega ei garanteeri tavalist diferentseeruvust. Käesolevas alapunktis uurime, mil-
listel lisatingimustel on sümmeetriliselt diferentseeruvad funktsioonid diferentsee-
ruvad.
Lause 2.6. Olgu funktsioon f : (a,b) → R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv
punkti a mingis ümbruses (a −δ,a +δ). Kui f s on punktis a pidev, siis f on kohal
a diferentseeruv ja
f ′(a)= f s(a).
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : (a,b)→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv punkti a ümbruses (a−δ,a+δ). Olgu ε > 0. Sümmeetrilise tuletise pidevuse
tõttu leidub ρ > 0 nii, et kui x ∈ (a−ρ,a+ρ), siis | f s(x)− f s(a)| < ε, st
f s(a)−ε< f s(x)< f s(a)+ε.
Olgu arv h valitud nii, et 0< |h| < ρ, siis a+h ∈ (a−ρ,a+ρ). Funktsioon f on pidev
lõigus otspunktidega a ja a+h ning sümmeetriliselt diferentseeruv vastavas vahemi-
kus. Kvaasi-keskväärtusteoreemi 2.3 põhjal leiduvad punktid ξ ja η arvude a ja a+h
vahel nii, et




Kuna η,ξ ∈ (a−ρ,a+ρ), siis
f s(a)−ε< f s(η)/ f (a+h)− f (a)
h
/ f s(ξ)< f s(a)+ε.
Seega ∣∣∣∣ f (a+h)− f (a)h − f s(a)
∣∣∣∣< ε, kui |h| < ρ,
ning funktsioonil f leidub tuletis
f ′(a)= lim
h→0
f (a+h)− f (a)
h
= f s(a).
Seega on sümmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni diferentseeruvuseks punk-
tis a piisav, et funktsiooni sümmeetriline tuletis on pidev selles punktis ja funktsioon
ise pidev punkti a mingis ümbruses.
Järeldus 2.7. Olgu funktsioon f : (a,b)→ R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv.
Kui f s : (a,b)→ R on pidev, siis f on vahemikus (a,b) diferentseeruv ja iga x ∈ (a,b)
korral
f ′(x)= f s(x).
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : (a,b)→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv ning f s onpidev. Siis iga x ∈ (a,b) korral leidub δ> 0 nii, et (x−δ,x+δ)⊂ (a,b).
Seega lause 2.6 kohaselt f ′(x)= f s(x) iga x ∈ (a,b) korral.
Alljärgnev lause toob välja sümmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni seosema-
temaatilise analüüsi põhikursusest tuntud Lipschitzi tingimusega.
Lause 2.8. Olgu funktsioon f : (a,b)→ R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv. Kui
funktsioon f s : (a,b)→R on tõkestatud vahemikus (a,b), siis f rahuldab selles vahe-
mikus Lipschitzi tingimust, st leidub selline konstant C > 0, et
| f (x1)− f (x2)|/C |x1−x2| suvaliste x1,x2 ∈ (a,b) korral.
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : (a,b)→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv. Olgu funktsioon f s vahemikus (a,b) tõkestatud, st leidub sellineC > 0, et
| f s(x)|/C (x ∈ (a,b)).
Olgu x1 ja x2 suvalised punktid vahemikus (a,b), konkreetsuse mõttes olgu x1 < x2.
Siis rahuldab funktsioon f lõigus [x1,x2] kvaasi-keskväärtusteoreemi 2.3 eeldusi,mil-
le kohaselt leiduvad punktid ξ ja η vahemikus (x1,x2) nii, et





| f (x1)− f (x2)|/C |x1−x2|.
Järgmine näide kinnitab, et vastupidine väide ei kehti, st Lipschitzi tingimust ra-
huldav funktsioon ei pruugi olla sümmeetriliselt diferentseeruv.
Näide 2.3. Vaatleme funktsiooni f : [−1,1]→R, mis defineeritakse järgmiselt:
1) f (x)= 0 iga x ∈ [−1,0] korral,
2) f (x)= 0, kui x = 122n (n ∈N0),















vahel on funktsiooni f graafik neid punkte
ühendav sirglõik (n ∈N).
Nõnda defineeritud funktsioon on pidev, ent näitame, et punktis x = 0 sümmeet-
rilist tuletist ei eksisteeri. Selleks võtame kaks jada (h(1)n ) ja (h
(2)
n ), kus h
(1)
n = 122n−1 ja
h(2)n = 122n , siis h(1)n → 0 ja h(2)n → 0 protsessis n→∞. Kuna
lim
n→∞






































f (h)− f (−h)
2h ei eksisteeri, st funktsioon f ei ole punktis x = 0
sümmeetriliselt diferentseeruv.
Seejuures osutub, et funktsioon f rahuldab vahemikus (−1,1) Lipschitzi tingi-
must. Paneme tähele, et kui x1 = 122n−1 ja x2 = 122n , siis
| f (x1)− f (x2)| =
∣∣∣∣ 122n −0
∣∣∣∣= 122n , |x1−x2| =
∣∣∣∣ 122n−1 − 122n
∣∣∣∣= 122n ,
st
| f (x1)− f (x2)| = |x1−x2|.
Kui x1 = 122n ja x2 = 122n+1 , siis
| f (x1)− f (x2)| =
∣∣∣∣0− 122n
∣∣∣∣= 122n , |x1−x2| =
∣∣∣∣ 122n − 122n+1
∣∣∣∣= 12 122n ,
st
| f (x1)− f (x2)| = 12 |x1−x2|.
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Pidades silmas funktsiooni f graafikut (vt joonis 2.1), on lihtne näha, et üldjuhul su-
valiste x1,x2 ∈ [−1,1] korral ∣∣∣∣ f (x1)− f (x2)x1−x2
∣∣∣∣/ 1,
st





















Klassikalise Lagrange’i keskväärtusteoreemi kõrval eksisteerib mitmeid selle vä-
hemtuntud versioone. Tuntuim on neist järgmine Fletti teoreem (vt [3] ning Trahan,
[4]).
Teoreem 3.1. Olgu f : [a,b]→ R diferentseeruv funktsioon omadusega f ′(a)= f ′(b).
Siis leidub selline c ∈ (a,b), et





Joonis 3.1. Fletti teoreemi geomeetriline tähendus.
Teoreemi geomeetrilist sisu illustreerib joonis 3.1, mille kohaselt funktsiooni
graafiku puutuja punktis (c, f (c)) läbib punkti (a, f (a)).
Trahan (Sahoo, [6]) tõestas, et Fletti teoreem jääb kehtima ka juhul, kui selle eel-
dus f ′(a)= f ′(b) asendada üldisema tingimusega.
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Teoreem 3.2. Olgu f : [a,b]→R diferentseeruv funktsioon omadusega(
f ′(b)− f (b)− f (a)
b−a
)(




Siis leidub selline c ∈ (a,b], et
f ′(c)= f (c)− f (a)
c−a .
Davitt, Powers, Riedel ja Sahoo ([2]) näitasid, et kui üldse loobuda tingimustest
funktsiooni tuletise väärtuste kohta otspunktides, siis omandab seos (3) märksa kee-
rulisema kuju.
Teoreem 3.3. Iga diferentseeruva funktsiooni f : [a,b] → R puhul leidub selline
c ∈ (a,b), et
f (c)− f (a)= (c−a) f ′(c)− 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (c−a)
2.
Toodud tulemustest lähtuvalt tõestatakse antud peatükis mõningaid sümmeetri-
lise diferentseeruvusega seotud kvaasi-keskväärtusteoreemi versioone.
3.1 Lihtsamad versioonid
Käesolevas alapunktis tõestatakse teoreemidega 3.1 ja 3.2 analoogsed teoreemid
sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Nende aluseks on alljärgnev
lause.
Lause 3.4. Olgu f : [a,b]→R pidev funktsioon, mis poollõigus (a,b] on sümmeetrili-
selt diferentseeruv ning rahuldab tingimust
( f (b)− f (a)) f ′(b)/ 0.
Siis leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b], et
f s(ξ). 0 ja f s(η)/ 0.
Tõestus. Olgu funktsioon f : [a,b]→ R pidev ja poollõigus (a,b] sümmeetriliselt di-
ferentseeruv ning kehtigu tingimus ( f (b)− f (a)) f ′(b)/ 0.
Vaatleme algul kahte lihtsamat erijuhtu. Esiteks, kui f ′(b) = 0, siis võtame ξ := b
ja η := b, seega f s(ξ) = 0 ja f s(η) = 0, mistõttu väide kehtib. Teiseks, kui f (b) = f (a),
siis kvaasi-keskväärtusteoreemi 2.3 põhjal leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b), et
f s(η)/ f (b)− f (a)
b−a = 0/ f
s(ξ).
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Niisiis kehtib väide ka sel juhul.
Eeldame nüüd, et
(
f (b)− f (a)) f ′(b)< 0. Siis on kaks võimalust:
1) f ′(b)< 0 ja f (b)> f (a),
2) f ′(b)> 0 ja f (b)< f (a).
Vaatleme võimalust 1). Kui f (b)> f (a), siis saame rakendada lauset 2.1 funktsioonile
f lõigus [a,b]. Selle kohaselt leidub selline punkt ξ ∈ (a,b), et
f s(ξ). 0.
Edasi paneme tähele, et kuna funktsioon f on pidev lõigus [a,b] ja f (b) > f (a),
siis leidub punkt x ∈ (a,b) nii, et f (x) > f (b) > f (a). Tõepoolest, kui oleta-
da vastuväiteliselt, et f (x) / f (b) iga x ∈ (a,b) korral, siis f (b) − f (x) . 0 ja
f ′(b) = limx→b f (x)− f (b)x−b . 0, mis aga oleks vastuolus eeldusega. Rakendades funkt-
sioonile f Bolzano–Cauchy teoreemi, leiame sellise x0 ∈ (a,x), et f (x0)= f (b). Seega
f (x)> f (x0)> f (a) ja teoreemi 2.2 põhjal leidub lõigus [x0,b] selline η ∈ (a,b), et
f s(η)/ 0.
Võimaluse 2) korral tähistame g (x) :=− f (x) (x ∈ [a,b]), siis g ′(b)< 0 ja g (b)< g (a).
Punkti 1) põhjal leiduvad ξ,η ∈ (a,b), et g s(ξ)/ 0 ja g s(η). 0, mis tähendab, et
f s(ξ). 0 ja f s(η)/ 0.
Olgu f : [a,b]→ R pidev sümmeetriliselt diferentseeruv funktsioon. Järgnevate
väidete tõestamisel rakendame abifunktsiooni h : [a,b]→ R, mis on määratud seo-
sega
h(x) :=
{ f (x)− f (a)
x−a , kui x ∈ (a,b],
f ′(a), kui x = a. (4)
Selge, et funktsioon h on pidev poollõigus (a,b], tänu seosele
lim
x→ah(x)= limx→a
f (x)− f (a)
x−a = f
′(a)= h(a)



















x−a (x ∈ (a,b]). (5)
Paneme tähele, et kui x ∈ (a,b], siis tingimus hs(x) . 0 on samaväärne tingimusega
f s(x). h(x), seega
hs(x). 0 ⇐⇒ f s(x)(x−a). f (x)− f (a). (6)
Analoogiliselt
hs(x)/ 0 ⇐⇒ f s(x)(x−a)/ f (x)− f (a). (7)
Teoreem 3.5. Olgu f : [a,b]→ R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv funktsioon
omadusega (
f ′(b)− f (b)− f (a)
b−a
)(




Siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b] nii, et
f s(ξ). f (ξ)− f (a)
ξ−a ja f
s(η)/ f (η)− f (a)
η−a .
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : [a,b]→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv. Olgu funktsioon h : [a,b]→Rmääratud seosega (4). Kuna(
f ′(b)− f (b)− f (a)
b−a
)








siis seose (8) järgi (h(b)−h(a))h′(b) / 0. Eelneva lause 3.4 põhjal leiduvad sellised
ξ,η ∈ (a,b], et
hs(ξ). 0. hs(η).
Seoste (6) ja (7) kohaselt
f s(ξ)(ξ−a). f (ξ)− f (a) ja f s(η)(η−a)/ f (η)− f (a).
Teoreem 3.6. Olgu f : [a,b] → R pidev sümmeetriliselt diferentseeruv funktsioon
omadusega f ′(a)= f ′(b). Siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b), et
f s(ξ). f (ξ)− f (a)
ξ−a ja f
s(η)/ f (η)− f (a)
η−a . (9)
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Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : [a,b]→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv ning kehtib valem f ′(a)= f ′(b).
Üldisust kitsendamata võime eeldada, et f ′(a) = f ′(b) = 0. Kui see ei kehti, siis
defineerime funktsiooni
F : [a,b]→R, F (x) := f (x)−x f ′(a)
ning paneme tähele, et kuna F s(x) = f s(x)− f ′(a), siis F s(a) = f ′(a)− f ′(a) = 0 ja
F s(b)= f ′(b)− f ′(a)= 0.
Näitame, et kui teoreemi väide kehtib F korral, siis ta kehtib ka f korral. Olgu
ξ,η ∈ (a,b) nii, et F s(ξ)(ξ−a). F (ξ)−F (a) ja F s(η)(η−a)/ F (η)−F (a), siis(
f s(ξ)− f ′(a))(ξ−a). f (ξ)−ξ f ′(a)− f (a)+a f ′(a)
ehk
f s(ξ)(ξ−a)− f ′(a)(ξ−a). f (ξ)− f (a)− f ′(a)(ξ−a),
st
f s(ξ)(ξ−a). f (ξ)− f (a)
ja
f s(η)(η−a)/ f (η)− f (a).
Niisiis eeldame, et f ′(a)= f ′(b)= 0 jamäärame funktsiooni h : [a,b]→R seosega (4),
siis hs(x) on määratud seosega (5). Edasi vaatame kolme juhtu.
1. Kuih(b)= 0 (paneme tähele, eth(a)= f ′(a)= 0= h′(b)), siis teoreemi 2.2 põhjal
leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b), et
hs(ξ). 0 ja hs(η)/ 0
ja seoste (6) ja (7) kohaselt kehtivad võrratused (9).








Vastavalt tuletise definitsioonile leidub δ> 0, et
h(x)−h(b)
x−b < 0 (x ∈ (b−δ,b)).
Võtame suvalise x1 ∈ (b−δ,b), siis h(x1)> h(b), seega 0= f ′(a)= h(a)< h(b)< h(x1).
Kunah : [a,x1]→R onpidev funktsioon, siis Bolzano–Cauchy teoreemi põhjal leidub
selline x0 ∈ (a,x1), et h(x0) = h(b). Paneme tähele, et funktsioon h rahuldab lõigus
[x0,b] teoreemi 2.2 eeldusi ja seega leiduvad ξ,η ∈ (a,b), et
hs(ξ). 0 ja hs(η)/ 0.
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Võrratused (9) saadakse seostest (6) ja (7).
3. Kui h(b) < 0, siis moodustame funktsiooni g : [a,b]→ R nii, et g (x) := − f (x).
Tähistame
h1(x)=
{ g (x)−g (a)
x−a , kui x ∈ (a,b],
g ′(a), kui x = a
ja näeme, et h1 = −h, seega h1(b) > 0. Juhu 2. põhjal leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b), et
g s(ξ)(ξ−a)/ g (ξ)− g (a) ja g s(η)(η−a). g (η)− g (a), seega
f s(ξ)(ξ−a). f (ξ)− f (a) ja f s(η)(η−a)/ f (η)− f (a).
3.2 Keerulisemad versioonid
Kui eelmises alapunktis lähtusime Fletti ja Trahani keskväärtusteoreemidest, siis
selles alapunktis on kvaasi-keskväärtusteoreemi versioonidel loobutud lõigu ots-
punktidega seotud kitsendustest, lähtepunktiks on Davitti jt [2] teoreem 3.3.
Teoreem 3.7. Olgu funktsioon f : [a,b]→ R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv
lõigus [a,b], siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b), et
(ξ−a) f s(ξ). f (ξ)− f (a)+ 1
2




(η−a) f s(η)/ f (η)− f (a)+ 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (η−a)
2.
Tõestus. Eeldame, et f : [a,b]→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv funkt-
sioon lõigus [a,b]. Olgu funktsioon g : [a,b]→R defineeritud seosega
g (x) := f (x)− 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (x−a)
2.
Siis on g sümmeetriliselt diferentseeruv vahemikus (a,b) ja




g ′(b)= f ′(b)− f
′(b)− f ′(a)
b−a (b−a)= f
′(b)− f ′(b)+ f ′(a)= f ′(a)= g ′(a).
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Rakendame teoreemi 3.6, mille põhjal leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b], et








. f (ξ)− 1
2




(ξ−a) f s(ξ). f (ξ)− f (a)+
(









(ξ−a) f s(ξ). f (ξ)− f (a)+ 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (ξ−a)
2.
Samamoodi saame ka teise võrratuse
(η−a) f s(η)/ f (η)− f (a)+ 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (η−a)
2.
Saadud tulemus vastab küll peatüki alguses toodud teoreemile 3.3, ent on sellest
veidi erinev. Teoreemiga kooskõlas oleva väite saamiseks peame eeldama ka süm-
meetrilise tuletise pidevust.
Teoreem 3.8. Olgu f : [a,b]→R pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv ning olgu f s
pidev lõigus [a,b]. Siis leidub selline c ∈ (a,b), et
f (c)− f (a)= (c−a) f s(c)− 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (c−a)
2.
Tõestus. Eeldame, et funktsioon f : [a,b]→ R on pidev ja sümmeetriliselt diferent-
seeruv ning olgu ka f s lõigus [a,b] pidev. Teoreemi 3.7 kohaselt leiduvad punktid
ξ,η ∈ (a,b), et
(ξ−a) f s(ξ). f (ξ)− f (a)+ 1
2




(η−a) f s(η)/ f (η)− f (a)+ 1
2
f ′(b)− f ′(a)
b−a (η−a)
2.
Need võrratused saab kirjutada kujul
f s(ξ)
ξ−a −




















f (x)− f (a)
(x−a)2 .













f (η)− f (a)
(η−a)2 =ψ(η).
Bolzano–Cauchy teoreemi põhjal leidub selline c ∈ (a,b), et
ψ(c)= 1
2









f ′(b)− f ′(a)
b−a
ehk
f s(c)(c−a)− f (c)+ f (a)= 1
2




f (c)− f (a)= (c−a) f s(c)+ 1
2




4 Cauchy tüüpi keskväärtusteoreemid
sümmeetrilise diferentseeruvuse juhul
Käesolevas viimases peatükis vaadeldakse Cauchy tüüpi keskväärtusteoree-
me sümmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Meenutame klassikalist
Cauchy keskväärtusteoreemi (vt teoreem0.3): pidevate funktsioonide f ,g : [a,b]→R
(kus g ′(x) &= 0 iga x ∈ (a,b) korral) jaoks, mis on vahemikus (a,b) diferentseeru-
vad, leidub selline punkt c ∈ (a,b), et f (b)− f (a)g (b)−g (a) = f
′(c)
g ′(c) . Edaspidi lähtume alljärgnevast
Wachnicki ([9]) tõestatud teoreemist.
Teoreem 4.1. Olgu funktsioonid f : [a,b]→ R ja g : [a,b]→ R diferentseeruvad. Kui
g ′(x) &= 0 iga x ∈ [a,b] korral, siis leidub punkt c ∈ (a,b), et
f (c)− f (a)











g (c)− g (a)
g (b)− g (a) .
Olgu f : [a,b] → R ja g : [a,b] → R pidevad sümmeetriliselt diferentseeruvad
funktsioonid. Järgnevate väidete tõestamisel kasutame abifunktsiooni w : [a,b]→R,
mis on määratud seosega
w(x) :=
{ f (x)− f (a)
g (x)−g (a) , kui x ∈ (a,b],
f ′(a)
g ′(a) , kui x = a.
(11)
Funktsioon w on pidev poollõigus (a,b], ent seose
lim
x→aw(x)= limx→a
f (x)− f (a)
g (x)− g (a) =
f ′(a)
g ′(a)
põhjal on ta pidev ka punktis a. Seega on funktsioonw pidev kogu lõigus [a,b]. Lause
1.9 järgi saame, et
ws(x)=
(
f (x)− f (a))s(g (x)− g (a))− ( f (x)− f (a))((g (x)− g (a)s))(
g (x)− g (a))2
= f
s(x)
g (x)− g (a) −
(
f (x)− f (a))g s(x)(





g (x)− g (a) −
(
f (x)− f (a))g s(x)(
g (x)− g (a))2 (x ∈ (a,b)). (12)
Paneme veel tähele, et kui x ∈ (a,b], siis tingimus ws(x) . 0 on samavääarne tingi-
musega f s(x).w(x)g s(x), seega
ws(x). 0 ⇐⇒ f s(x)(g (x)− g (a)). ( f (x)− f (a))g s(x). (13)
Analoogiliselt
ws(x)/ 0 ⇐⇒ f s(x)(g (x)− g (a))/ ( f (x)− f (a))g s(x). (14)
Esmalt esitame kaks Reichi poolt tõestatud tulemust sümmeetriliselt diferentsee-
ruvate funktsioonide jaoks.
Teoreem 4.2. Olgu funktsioonid f : [a,b]→ R ja g : [a,b]→ R pidevad ja sümmeet-




− f (b)− f (a)




g (b)− g (a))− g ′(b)( f (b)− f (a))). 0, (15)
siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b], et(
g (ξ)− g (a)) f s(ξ). ( f (ξ)− f (a))g s(ξ)
ja (
g (η)− g (a)) f s(η)/ ( f (η)− f (a))g s(η).
Tõestus. Eeldame, et funktsioonid f : [a,b] → R ja g : [a,b] → R on pidevad ning
sümmeetriliselt diferentseeruvad ja g ′(a) &= 0. Olgu g (x) &= g (a) iga x ∈ (a,b] korral




− f (b)− f (a)




g (b)− g (a))− g ′(b)( f (b)− f (a))= f ′(b)
g (b)− g (a) − g
′(b)
f (b)− f (a)(
g (b)− g (a))2 =w ′(b),
seose (15) põhjal (
w(b)−w(a))w ′(b)/ 0.
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Rakendades teoreemi 3.4 funktsioonile w , leiame sellised ξ,η ∈ (a,b], et
ws(ξ). 0 ja ws(η)/ 0.
Seoste (13) ja (14) põhjal saame võrratused(
g (ξ)− g (a)) f s(ξ). ( f (ξ)− f (a))g s(ξ)
ja (
g (η)− g (a)) f s(η)/ ( f (η)− f (a))g s(η).
Antud teoreemi põhjal saab tuletada kamitmeid kasulikke võrratusi (Trahan [8]).
Näide 4.1. Olgu [a,b]⊂R selline lõik, et funktsioonid
f : [a,b]→ [−1,1], f (x) := sinx
ja
g : [a,b]→ [−1,1], g (x) := cosx
rahuldavad tingimusi
sina &= 0 ja cosx &= cosa (x ∈ (a,b]).
Osutub, et b − a < pi. Tõepoolest, kui b − a = pi, siis b = a +pi, seega a = kpi mingi
k ∈Z korral ning sina = 0, mis oleks vastuolus eeldusega. Kui x−a > 0, siis see oleks
vastuolus teise eeldusega, kus cosx &= cosa (x ∈ (a,b]).
Paneme tähele, et (
g (x)− g (a)) f s(x)= cosx(cosx−cosa)
ja (
f (x)− f (a))g s(x)=−sinx(sinx− sina).
Moodustame funktsiooni
ϕ := (g (x)− g (a)) f s(x)− ( f (x)− f (a))g s(x)= cosx(cosx−cosa)+ sinx(sinx− sina),
kusjuures
ϕ(x)= (cosx)2+ (sinx)2− (cosx cosa+ sinx sina)= 1−cos(x−a). 0 (x ∈ [a,b]).
Selgub, et ϕ(x)= 0 vaid juhul, kui x = a, ent eelduse cosx &= cosa (x ∈ (a,b]) tõttu ei
ole see võimalik. Niisiis











cosb(cosb−cosa)− sinb(sinb− sina))< 0.
Kuna (












Viimases võrratuses teame, et cos(a−b)−1< 0, seega
sina(cosb−cosa)< 0.




cosb−cosa > 0 ja sina(cosb−cosa)< 0.
Teoreem 4.3. Olgu funktsioonid f : [a,b]→R ja g : [a,b]→R pidevad ja sümmeetri-
liselt diferentseeruvad lõigus [a,b] ning olgu g ′(a) &= 0 ja g ′(b)> 0. Kui g (x) &= g (a) iga







siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b), et(
g (ξ)− g (a)) f s(ξ). ( f (ξ)− f (a))g s(ξ) ja (g (η)− g (a)) f s(η)/ ( f (η)− f (a))g s(η).
(16)
Tõestus. Eeldame, et funktsioonid f : [a,b] → R ja g : [a,b] → R on pidevad ning
sümmeetriliselt diferentseeruvad. Olgu g ′(a) &= 0 ja g ′(b)> 0 ning kui g (x) &= g (a) iga
x ∈ (a,b] korral, siis kehtigu valem f ′(a)g ′(a) = f
′(b)
g ′(b) .
Defineerime funktsiooni w : [a,b] → R seosega (11), siis ws on määratud seosega
(12). Edasi vaatleme kolme juhtu.
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1. Kui w ′(b)= 0, siis
f ′(b)
g (b)− g (a) −
(
f (b)− f (a))g ′(b)(
g (b)− g (a))2 = 0,
st
w(b)= f (b)− f (a)







Seega saame funktsioonile w rakendada teoreemi 2.2, mille kohaselt leiduvad niisu-
gused ξ,η ∈ (a,b), et
ws(ξ). 0 ja ws(η)/ 0.
Seosete (13) ja (14) põhjal saame võrratused (16).
2. Olgu w ′(b)> 0, st limx→b w(x)−w(b)x−b > 0. Leiame sellise δ> 0, et kui x ∈ (b−δ,b),
siis w(x)−w(b)x−b > 0. Kuna
f ′(b)
g (b)− g (a) −
(
f (b)− f (a))g ′(b)(
g (b)− g (a))2 =w ′(b)> 0,
siis
w(b)= f (b)− f (a)







Valime suvalise x1 ∈ (b − δ,b), siis x1 − b < 0, mistõttu w(x1) < w(b) < w(a). Ra-
kendades Bolzano–Cauchy teoreemi, leiame x0 ∈ (a,x1) nii, et w(x0) = w(b), st
w(x1) < w(x0) < w(a). Teoreemi 2.2 kohaselt saame lõigus [x0,b] leida sellised
ξ,η ∈ (a,b), et
ws(ξ). 0 ja ws(η)/ 0.
Võrratused (16) saame seoste (13) ja (14) põhjal.
3. Kui w ′(b) < 0, siis tähistame m′(x) := −w ′(x) (x ∈ [a,b]), mistõttu m′(b) > 0.
Juhu 2. põhjal leiduvad sellised ξ,η ∈ (a,b), etms(η). 0 ja ms(ξ)/ 0, st
ws(ξ). 0 ja ws(η)/ 0.
Seoste (13) ja (14) abil saame võrratused (16).
Loobume teoreemides 4.2 ja 4.3 eeldustest lõigu otspunktide kohta ning tõestame
tulemuse, mida võib pidada teoreemi 4.1 analoogiks sümmeetriliselt diferentseeru-
vate funktsioonide korral.
Teoreem 4.4. Olgu f : [a,b]→R ja g : [a,b]→R pidevad ja sümmeetriliselt diferent-
seeruvad lõigus [a,b] ning olgu g ′(a) &= 0 ja g ′(b) &= 0. Kui g (x) &= g (a) iga x ∈ (a,b]
korrral, siis leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b) nii, et
(









g (ξ)− g (a))2















g (η)− g (a))2
g (b)− g (a)
))
g s(η).
Tõestus. Eeldame, et funktsioonid f : [a,b] → R ja g : [a,b] → R on pidevad ning
sümmeetriliselt diferentseeruvad lõigus [a,b]. Olgu g ′(a) &= 0 ja g ′(b) &= 0. Definee-
rime funktsiooniψ : [a,b]→R seosega









g (x)− g (a))2
g (b)− g (a) .
Siis on funktsioonψ pidev ja sümmeetriliselt diferentseeruv lõigus [a,b] ning









g (x)− g (a)
g (b)− g (a)2g
s(x).
Et



































Teoreemi 4.3 põhjal leiduvad punktid ξ,η ∈ (a,b), et(
g (ξ)− g (a))ψs(ξ). (ψ(ξ)−ψ(a))g s(ξ) (17)
ja (
g (η)− g (a))ψs(η)/ (ψ(η)−ψ(a))g s(η). (18)
Kuna










g (b)− g (a)
(
g (ξ)− g (a))2− f (a),
siis võrratuse (17) põhjal
(









g (ξ)− g (a))2
g (b)− g (a) 2g
s(ξ).










g (b)− g (a)
(













g (ξ)− g (a))2
g (b)− g (a)
))
g s(ξ).
Analoogiliselt saame ka võrratuse (18) abil, et
(









g (η)− g (a))2








Ordinary differentiable functions are known from base course of calculus. In this
bachelor thesis they are presented in a generalizedmeaning. The function f : D→R,
whereD ⊂R, is said to be symmetrically differentiable at a point x ∈D if the limit
lim
h→0
f (x+h)− f (x−h)
2h
:= f s(x)
exists. f s(x) is called the symmetric derivative of the function f . It is assumed that
with some ρ > 0
(x−ρ,x)∩D &=∅ and (x,x+ρ)∩D &=∅.
Denote that symmetrical differention is weaker condition than ordinary differention
so, if f (a) exists then f s(a) = f (a). It is also seen that symmetrically differentiable
function may not be continuous.
In this paper mean value theorems of symmetrically differentiable functions are
examined. They are derived from Lagrange’s, Rolle’s and Cauchy’s mean value theo-
rems.
This work consists of four chapters. In the first chapter there are necessary no-
tions and results. Symmetrical continuity and differentiability are defined, connec-
tions with ordinary continuous and differentiation are found. It is proven that equa-
tions of symmetrically differentiable functions are similar to the equations of orinary
differentiable functions.
In the second chapter the main result — the mean value theorem for symmet-
rically differentiable functions — is presented. In addition the necessary conditions
for this quasi–mean value theorem to manifest as classical one are found. In the
second part of the chapter some applications of the quasi–mean value theorem are
shown, the conditionswhen symmetrically differentiable functions are differentiable
in ordinary sense, investigated.
The third chapter introduces different versions of the quasi–mean value theorem.
They are analogous to theorems for symmetrically differentiable functions of Flett,
Trahan and others .
In the last, fourth, chapter there is an overview of Cauchy like mean value theo-
rems for symmetrically differentiable functions. They are based onWachnicks result,
which is one of the versions of mean value theorem of Cauchy.
This bachelor thesis is referable, it is drawn on the next articles: C. E. Aull [1], R.
M. Davitt, R. C. Powers, T. Riedel, P. K. Sahoo [2], T.M. Flett [3], S. Reich [4], P. K. Sahoo
[5], P. K. Sahoo [6], D. H. Trahan [8], E. Wachnick [9].
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